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ИДЕНТИФИКАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ПАРАМЕТРОВ
ВНЕШНЕГО ТЕПЛООБМЕНА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
КУБИЧЕСКИХ СПЛАЙНОВ
Рассматривается некорректная задача идентификации параметра конвективного теплообмена, за-
висящего от времени. Предлагается использование сплайнов для аппроксимации функций с мно-
жеством локальных экстремумов. Устойчивость решения будет обеспечивать минимизация квадра-
тичного функционала невязки для всех отрезков сплайнов и условия сопряжения в узлах сплайнов.
Постановка задачи. Для построения более точной модели теплофизического
процесса необходимо некоторые параметры считать распределенными по коорди-
нате либо во времени. Неизвестная функция может иметь множество локальных
экстремумов, чтобы отобразить такую зависимость предлагается аппроксимация
отрезками полиномов невысокой степени, т.е. сплайнами. Для кубического сплай-
на требуется выполнение условий сопряжения в узлах, а именно: непрерывность
функции и первых двух ее производных во всех внутренних точках. В таком случае
нет разрывов и резких перегибов функции, связь между числом узловых точек и
степенью полинома отсутствует.
Основная цель такой аппроксимации – получить устойчивое, достаточно точное
представление функции искомого параметра. Сама идея сплайн-аппроксимации не
снимает проблему неустойчивости решения, т.е. отсутствия непрерывной зависимо-
сти решения от исходных данных. Поэтому на каждом отрезке сплайна для z >> 4
измерений будет минимизироваться квадратичный функционал невязки. Количе-
ство измерений на одном отрезке времени, значительно превышающее количество
неизвестных коэффициентов полинома на этом отрезке, и выполнение условий со-
пряжения в узлах повышает устойчивость к ошибкам во входных данных.
Постановка задачи. Математическая модель процесса выглядит следующим
образом
∂ T
∂τ
= a
∂2T (τ, x)
∂x2
, 0 ≤ x ≤ l (1)
с граничными условиями третьего рода
−λ∂ T (τ, x)
∂x
∣∣∣∣
x=0
= α1(τ) [Tgr.(τ)− T (τ, o)] , (2)
λ
∂ T (τ, x)
∂x
∣∣∣∣
x=l
= α2(τ) [Tgr.(τ)− T (τ, l)] , (3)
и начальным условием
T (0, x) = t0(x), (4)
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где T (τ, x) – температура тела, Tgr.(τ) – температура греющей среды, λ – коэффи-
циент теплопроводности среды, α1, α2 – коэффициенты конвективного теплообмена
сверху и снизу.
Известна температура тела на границе с внешней средой в r моментах времени:
T (τd, 0) = fd, d = 1, r. (5)
Для простоты изложения метода предполагаем нагрев симметричным, поэтому
α1 = α2 = α(τ).
Временная область 0 ≤ τ ≤ τ˜ разбивается на m равных отрезков, на каждом
из которых содержится z >> 4 измерений температуры тела на границе с внешней
средой. Задача состоит в нахождении функции F (τ), которая образована m куби-
ческими полиномами
Pk(τ) = Ak−1 +Bk(τ − τk−1) + Ck(τ − τk−1)2 +Dk(τ − τk−1)3, k = 1,m. (6)
Коэффициенты полиномов будем искать путем минимизации квадратичного функ-
ционала невязки S [1], при выполнении условий сопряжения в узлах сплайна:
непрерывность
Pk(τk) = Pk+1(τk), (7)
непрерывность производной
P
′
k(τk) = P
′
k+1(τk), (8)
непрерывность второй производной
P
′′
k (τk) = P
′′
k+1(τk). (9)
Таким образом, сформулированная задача (1)–(6) сводится к задаче нахождения
условного экстремума квадратичного функционала S, с условиями (7)–(9).
Решение задачи идентификации. Решив задачу Дирихле, получим темпера-
туры T (τi, xj), которые будут необходимы для вычисления производной в граничном
условии [5]. Для решения задачи Дирихле используем метод конечных разностей.
В области 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ τ ≤ τ˜ введем равномерную сетку ωi,j , т.е. будем
рассматривать не T (τ, x) , а T (i∆τ, j∆x), где ∆x = ln , i и j шаги по времени и
по координате. Условие сходимости метода 0 ≤ a∆τ∆x ≤ 12 . Применив явную конечно-
разностную схему, получим представление уравнения теплопроводности в виде:
Ti+1,j = c1Ti,j−1 + (1− 2 · c1)Ti,j + c1Ti,j+1,
где c1 = ∆τa∆x2 .
Теперь в граничном условии λ∂T∂x
∣∣
x=0
= F (τ) [Tgr.(τ)− T (τ, 0)] неизвестным яв-
ляется только функция конвективного теплообмена F (τ) [6, 7].
Имеем систему уравнений граничных условий в r = mz моментах времени:
λ
∆x
(T (τ(k−1)z+i, x1)− T (τ(k−1)z+i, x0)) = Pk(τ(k−1)z+i)[Tgr. − T (τ(k−1)z+i, x0)], (10)
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i = 1, z, k = 1,m.
Или в матричной форме
λ
∆x

T (τ(k−1)z+1, x1)− T (τ(k−1)z+1, x0)
T (τ(k−1)z+2, x1)− T (τ(k−1)z+2, x0)
...
...
T (τkz, x1)− T (τkz, x0)
 =
=

Pk(τ(k−1)z+1) · (Tgr. − T (τ(k−1)z+1, x0))
Pk(τ(k−1)z+2) · (Tgr. − T (τ(k−1)z+2, x0))
...
...
Pk(τkz) · (Tgr. − T (τkz, x0))
 =
=

Pk(τ(k−1)z+1) 0 ... 0
0 Pk(τ(k−1)z+2) ... 0
...
0 0 ... Pk(τkz)
 ·

Tgr. − T (τ(k−1)z+1, x0)
Tgr. − T (τ(k−1)z+2, x0)
...
...
Tgr. − T (τkz, x0)
 .
Выделим компоненты неизвестных параметров полинома, представленного в мат-
ричной форме [2]
Pk(τ(k−1)z+1) 0 ... 0
0 Pk(τ(k−1)z+2) ... 0
...
0 0 ... Pk(τkz)
 =

Ak−1 0 ... 0
0 Ak−1 ... 0
...
0 0 ... Ak−1
+
+

Bk 0 ... 0
0 Bk ... 0
...
0 0 ... Bk
 ·

1∆τ 0 ... 0
0 2∆τ ... 0
...
0 0 ... z∆τ
+
+

Ck 0 ... 0
0 Ck ... 0
...
0 0 ... Ck
 ·

1∆τ2 0 ... 0
0 22∆τ2 ... 0
...
0 0 ... z2∆τ2
+
+

Dk 0 ... 0
0 Dk ... 0
...
0 0 ... Dk
 ·

1∆τ3 0 ... 0
0 23∆τ3 ... 0
...
0 0 ... z3∆τ3
 =
= Ak−1 ·

1 0 ... 0
0 1 ... 0
...
0 0 ... 1
+Bk ·

1∆τ 0 ... 0
0 2∆τ ... 0
...
0 0 ... z∆τ
+
+Ck ·

1∆τ2 0 ... 0
0 22∆τ2 ... 0
...
0 0 ... z2∆τ2
+Dk ·

1∆τ3 0 ... 0
0 23∆τ3 ... 0
...
0 0 ... z3∆τ3
 .
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Для удобства записи преобразований введем такие обозначения:
Qd =

1∆τd 0 ... 0
0 2d∆τd ... 0
...
0 0 ... zd∆τd
 , Hk =

Tgr − T (τ(k−1)z+1, x0)
Tgr − T (τ(k−1)z+2, x0)
...
...
Tgr − T (τkz, x0)
 ,
d = 0, 3 , Gk = λ∆x

T (τ(k−1)z+1, x1)− T (τ(k−1)z+1, x0)
T (τ(k−1)z+2, x1)− T (τ(k−1)z+2, x0)
...
...
T (τkz, x1)− T (τkz, x0)
 ,
P˜k =

Pk(τ(k−1)z+1) 0 ... 0
0 Pk(τ(k−1)z+2) ... 0.
...
0 0 ... Pk(τ(k−1)z+z)
 .
Gi и Hi − i-тые элементы столбцов.
Тогда уравнение (10) в матричной форме будет иметь вид
Gk = P˜kHk. (11)
Введем квадратичный функционал, оценивающий невязку уравнения (11) [4]
S =
m∑
k=1
zk∑
i=(k−1)z+1
(Gk,i−(k−1)z − Pk(τi)Hk,i−(k−1)z)2. (12)
Используя введенные обозначения P˜k, можно записать как
P˜k = Ak−1Q0 +BkQ1 + CkQ2 +DkQ3. (13)
Тогда квадратичный функционал будет иметь вид
S =
m∑
k=1
zk∑
i=(k−1)z+1
(Gk,i−(k−1)z − Pk(τi)Hk,i−(k−1)z)2 =
(
Gk − P˜kHk
)T (
Gk − P˜kHk
)
=
=
(
Gk − (Ak−1Q0 +BkQ1 + CkQ2 +DkQ3)Hk
)T (Gk − (Ak−1Q0 +BkQ1 + CkQ2+
+DkQ3)Hk).
Для получения неизвестных коэффициентов сплайнов [8, 9] необходимо найти
условный экстремум функционала S относительно 3(m − 1) ограничений (7)–(9).
Воспользуемся методом неопределенных множителей Лагранжа.
Рассмотрим условия сопряжения в узлах сплайнов. Продифференцировав 2 раза
функцию Pk и подставив соответствующие выражения в (7)–(9), получим следую-
щие ограничения:
ϕp =

Ap−1 + tBp + t2Cp + t3Dp −Ap = 0, p = 1,m− 1,
Bp + 2tCp + 3t2Dp −Bp+1 = 0, p = m, 2(m− 1),
Cp − Cp+1 + 3tDp = 0, p = 2m− 1, 3(m− 1),
(14)
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где t = z∆, ∆ – промежуток времени между измерениями температуры на поверх-
ности тела.
Составим функцию Лагранжа в виде линейной комбинации функции S и функ-
ций ϕp p = 1, 3(m− 1), взятыми с коэффициентами, называемыми множителями
Лагранжа – λp:
L = S+
3(m−1)∑
p=1
λpϕp. (15)
Составим систему из 4m+3(m−1) уравнений, приравняв к нулю частные производ-
ные функции Лагранжа L по неизвестнымAk−1, Bk, Ck, Dk, λp, k = 1,m, p = 1, 3(m− 1)

dL
dAk−1 = 0,
dL
dBk
= 0,
dL
dCk
= 0,
dL
dDk
= 0,
dL
dλn
= 0.
(16)
Если полученная система имеет решение, то Aˆk−1, Bˆk, Cˆk, Dˆk определяют услов-
ный экстремум поставленной задачи.
Вычислим векторы первых производных функции L по неизвестным компонен-
там Ak−1, Bk, Ck, Dk, λp [3]:
первая производная по Ak−1
∂L
∂Ak−1 =
∂
[
3(m−1)∑
p=1
λpϕp+(Gk−P˜kHk)
T (Gk−P˜kHk)
]
∂Ak
=
= 2Ak−1HTk Q
0Hk + 2BkHTk Q
1Hk + 2CkHTk Q
2Hk + 2DkHTk Q
3Hk − 2HTk Q0Gk+
+

λk, k = 1,
−λk−1 + λk, 1 ≤ k ≤ m,
−λk−1, k = m;
(17)
151
О.В. Литовченко
первая производная по Bk
∂L
∂Bk
=
∂
[
3(m−1)∑
p=1
λpϕp+(Gk−P˜kHk)
T (Gk−P˜kHk)
]
∂Ak
=
= 2Ak−1HTk Q
1Hk + 2BkHTk Q
2Hk + 2CkHTk Q
3Hk + 2DkHTk Q
4Hk − 2HTk Q1Gk+
+

tλk + λm, k = 1,
tλk − λm+k−2 + λm+k−1, 1 ≤ k ≤ m,
−λ2k−2, k = m;
(18)
первая производная по Ck
∂L
∂Ck
=
∂
[
3(m−1)∑
p=1
λpϕp+(Gk−P˜kHk)
T (Gk−P˜kHk)
]
∂Ak
=
= 2Ak−1HTk Q
2Hk + 2BkHTk Q
3Hk + 2CkHTk Q
4Hk + 2DkHTk Q
5Hk − 2HTk Q2Gk+
+

t2λk + 2tλm + λ2m−1, k = 1,
t2λk + 2tλm+k−1 − λ2m+k−3 + λ2m+k−2, 1 ≤ k ≤ m,
−λ3(k−1), k = m;
(19)
первая производная по Dk
∂L
∂Dk
=
∂
[
3(m−1)∑
p=1
λpϕp+(Gk−P˜kHk)
T (Gk−P˜kHk)
]
∂Ak
=
= 2Ak−1HTk Q
3Hk + 2BkHTk Q
4Hk + 2CkHTk Q
5Hk + 2DkHTk Q
6Hk − 2HTk Q3Gk+
+

t3λk + 3t2λm + 3tλ2m−1, k = 1,
t3λk + 3t2λm+k−1 + 3tλ2m+k−2, 1 ≤ k ≤ m,
0, k = m.
(20)
Производными функции L по неизвестным λp являются функции условий сопря-
жения в узлах сплайнов ϕp
∂L
∂λp
= ϕp. (21)
Получили систему из 4m+3(m−1) линейных алгебраических уравнений (17)–(21) с
4m+3(m−1) неизвестными. Матрица R системы симметрична относительно главной
диагонали. Ее структуру можно описать следующим образом. R представима в виде
блочной матрицы [2]
R =
(
R1 R2
RT2 R3
)
,
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где R1 – это блочно-диагональная матрица размерности 4m × 4m, где на главной
диагонали располагаюся квадратные матрицы 4× 4 вида
2HTk Q
0Hk 2HTk Q
1Hk 2HTk Q
2Hk 2HTk Q
3Hk
2HTk Q
1Hk 2HTk Q
2Hk 2HTk Q
3Hk 2HTk Q
4Hk
2HTk Q
2Hk 2HTk Q
3Hk 2HTk Q
4Hk 2HTk Q
5Hk
2HTk Q
3Hk 2HTk Q
4Hk 2HTk Q
5Hk 2HTk Q
6Hk
 , k = 1,m.
R2 – это матрица размерностью 4m× 3(m− 1), а матрица R3 нулевая.
Решив матричное уравнение, получаем вектор неизвестных коэффициентов сплай-
нов, составляющих функцию F (τ)
A0
B1
C1
D1
A1
B2
C2
D2
. . .
Am−1
Bm
Cm
Dm
λ1
. . .
λ3(m−1)

= R−1 ·

2HT1 Q
0G1
2HT1 Q
1G1
2HT1 Q
2G1
2HT1 Q
3G1
2HT2 Q
0G2
2HT2 Q
1G2
2HT2 Q
2G2
2HT2 Q
3G2
. . .
2HTmQ
0Gm
2HTmQ
1Gm
2HTmQ
2Gm
2HTmQ
3Gm
0
. . .
0

; (22)
Основные результаты и выводы. В статье предложен эффективный метод
идентификации распределенного параметра модели теплофизического процесса. По-
лучение более устойчивого решения задачи идентификации обеспечивается двумя
факторами. Первый фактор – это требование сопряжений в узлах сплайнов. Второй
– получение решения путем минимизации квадратичного функционала, оцениваю-
щего невязку уравнения. Метод основан на использовании сплайнов третьей степени
с дополнительными требованиями сопряжения сплайнов в узлах. Эти требования
подразумевают собой непрерывность функции искомого параметра и первых двух
ее производных в узлах сплайна, что обеспечивает достаточно гладкое решение: ско-
рость и ускорение изменения функции при вхождении в узлы сплайна будут равны
скорости и ускорению при выходе из него.
Минимизировать квадратичный функционал невязки необходимо по всем из-
мерениям для всех отрезков сплайна, составляющих искомую функцию. При этом
желательно, чтобы количество измерений на каждом из отрезков превышало коли-
чество неизвестных коэффициентов сплайна на этом отрезке.
Таким образом, какова бы ни была сложность искомой зависимости, можно иден-
тифицировать функцию с любым количеством локальных экстремумов.
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Предложенный метод успешно решает поставленную задачу и обладает рядом
преимуществ по сравнению с известными методами решения обратных задач на
основе идеи регуляризации.
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